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Занятие номер Класс Тема 

19 8 база Индукция неравенства.  

 

1. Доказательство. 

База индукции: 

При n=4 получим: 

4! > 24 

24 > 16 

Верно. 

Индукционный переход: 

Предположим, что при n=k неравенство верно: k!>2k.    (1) 

Докажем, что тогда оно верно и при n=k+1. 

Умножим обе части неравенства (1) на (k+1), получим: k!‧ (k+1)>2k‧ (k+1), или (k+1)!> 

2k‧ (k+1). 

Так как при k≥4 k+1>2, то (k+1)!>2k‧ (k+1)>2k‧ 2=2k+1. Что и требовалось доказать. 

Значит, по методу математической индукции, n!>2n при всех натуральных n≥4. 

Доказано. 

 

2. Доказательство. 

База индукции: 

При n=3 получим: 

23 > 2‧ 3+1 

8 > 7 

Верно. 

Индукционный переход: 

Предположим, что при n=k неравенство верно: 2k > 2k+1.    (1) 

Докажем, что тогда оно верно и при n=k+1. 

Умножим обе части неравенства (1) на 2, получим: 2k‧ 2 > 2‧ (2k+1), или 2k+1 > 4k+2 = 

2‧ (k+1)+2k. 

Так как при k>2 2k>1, то 2k+1 > 2‧ (k+1)+2k > 2‧ (k+1)+1. Что и требовалось доказать. 

Значит, по методу математической индукции, 2n>2n+1 при всех натуральных n>2. 

Доказано. 

 

3. Доказательство. 

База индукции: 
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При n=1 получим: 

41 > 7‧ 1 – 5 

4 > 2 

Верно. 

Индукционный переход: 

Предположим, что при n=k неравенство верно: 4k > 7k–5.    (1) 

Докажем, что тогда оно верно и при n=k+1. 

Умножим обе части неравенства (1) на 4, получим: 4k‧ 4 > 4‧ (7k–5), или 4k+1 > 7‧ (k+1) + 

3‧ 7k – 27 = 7‧ (k+1) + 3‧ 7k – 22 – 5. 

Так как при k≥2 (а при k=1 неравенство верно, см. базу индукции) 3‧ 7k – 22 > 0, то 4k+1 > 

7‧ (k+1) + 3‧ 7k – 22 – 5 > 7‧ (k+1) – 5. Что и требовалось доказать. 

Значит, по методу математической индукции, 4n > 7n – 5  при всех натуральных n. 

Доказано. 

 

4. Доказательство. 

База индукции: 

При n=2 получим: 

32 – 22 > 2 

5 > 2 

Верно. 

Индукционный переход: 

Предположим, что при n=k неравенство верно: 3k – 2k > k. 

Докажем, что тогда оно верно и при n=k+1. 

Рассмотрим выражение 3k+1–2k+1 и оценим его:  

3k+1–2k+1 = 3‧ 3k–2‧ 2k > 2‧ 3k–2‧ 2k = 2‧ (3k–2k). 

По предположению индукции, 3k – 2k > k, поэтому: 

3k+1–2k+1 = 3‧ 3k–2‧ 2k > 2‧ 3k–2‧ 2k = 2‧ (3k–2k) > 2‧ k = k+k > k+1. Что и требовалось 

доказать. 

Значит, по методу математической индукции, 3n – 2n >n при всех натуральных n. 

Доказано. 

5. Решение. 

При n=1 неравенство не выполняется: 31-1 > 2‧ 12 – 1, или 1 > 1 – неверно. 

При n=2 неравенство не выполняется: 32-1 > 2‧ 22 – 2, или 3 > 6 – неверно. 

При n=3 неравенство не выполняется: 33-1 > 2‧ 32 – 3, или 9 > 15 – неверно. 
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При n=4 неравенство не выполняется: 34-1 > 2‧ 42 – 4, или 27 > 28 – неверно. 

Докажем, что неравенство выполняется при всех натуральных n≥5. 

База индукции: 

При n=5 получим: 

35-1 > 2‧ 52 – 5 

81 > 45 

Верно. 

Индукционный переход: 

Предположим, что при n=k неравенство верно: 3k-1 > 2‧ k2 – k.     (1) 

Докажем, что тогда оно верно и при n=k+1. 

Умножим обе части неравенства (1) на 3, получим: 

3k-1‧ 3 > 3‧ 2‧ k2–3∙k, или 3(k+1)-1 > 3‧ 2‧ k2–3∙k. 

Преобразуем правую часть неравенства: 

3(k+1)-1 > 6k2–3k = 2k2+4k2+4k–7k+2–2 = 2‧ (k2+2k+1)+4k2–7k–5 = 2‧ (k+1)2+4k2–7k–5 = 

2‧ (k+1)2–k–1+4k2–6k–4 = 2‧ (k+1)2–(k+1)+4k2–6k–4 = 2‧ (k+1)2–(k+1)+4k2–8k+2k–4 = 

2‧ (k+1)2–(k+1)+4k(k–2)+2(k–2) = 2‧ (k+1)2–(k+1)+(k–2)(4k+2). 

Так как (k–2)(4k+2)>0 при k≥5, то 3(k+1)-1 > 2‧ (k+1)2–(k+1)+(k–2)(4k+2) > 2‧ (k+1)2–(k+1). 

Что и требовалось доказать. 

Значит, по методу математической индукции, 3n-1 > 2‧ n2 – n при всех натуральных n≥5. 

Ответ: при n≥5. 

 

6. Доказательство. 

База индукции: 

При n=1 получим: 

(2∙1)2

(2∙1−1)2
≥ 2 ∙ 1 + 1, или  

4

1
≥ 3. Верно. 

 

Индукционный переход: 

Предположим, что при n=k неравенство верно: 
4∙16∙36∙…∙(2∙𝑘)2

1∙9∙25∙…∙(2𝑘−1)2
≥ 2𝑘 + 1.    (1) 

Докажем, что тогда оно верно и при n=k+1. 

Умножим обе части неравенства (1) на 
(2(𝑘+1))2

(2(𝑘+1)−1)2
, получим: 

4∙16∙36∙…∙(2∙𝑘)2

1∙9∙25∙…∙(2𝑘−1)2
∙

(2(𝑘+1))2

(2(𝑘+1)−1)2
≥ (2𝑘 + 1) ∙

(2(𝑘+1))2

(2(𝑘+1)−1)2
.   

Преобразуем и оценим правую часть полученного неравенства: 
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𝟒∙𝟏𝟔∙𝟑𝟔∙…∙(𝟐∙𝒌)𝟐∙(𝟐(𝒌+𝟏))𝟐

𝟏∙𝟗∙𝟐𝟓∙…∙(𝟐𝒌−𝟏)𝟐∙(𝟐(𝒌+𝟏)−𝟏)𝟐
≥ (2𝑘 + 1) ∙

(2(𝑘+1))2

(2(𝑘+1)−1)2
=

(2𝑘+1)(2(𝑘+1))2

(2(𝑘+1)−1)2
=  

(2𝑘+1)(2(𝑘+1))2

(2𝑘+2−1)2
=

(2𝑘+1)(2(𝑘+1))2

(2𝑘+1)2
=

(2(𝑘+1))2

2𝑘+1
=  

(2𝑘+2)2

2𝑘+1
  =

4𝑘2+8𝑘+4

2𝑘+1
=  

(4𝑘2+4𝑘+1)+(4𝑘+2)+1

2𝑘+1
=

(2𝑘+1)2+2(2𝑘+1)+1

2𝑘+1
>

 
(2𝑘+1)2+2(2𝑘+1)

2𝑘+1
= (2𝑘 + 1) + 2 = 2𝑘 + 3 = 𝟐(𝒌 + 𝟏) + 𝟏.  

Что и требовалось доказать. 

Значит, по методу математической индукции, неравенство верно при всех натуральных n. 

Доказано. 

 

7. Доказательство. 

База индукции: 

При n=2 получим: 

(1+x)2  > 1+2x 

1+2х+х2 > 1+2х 

Так как х2>0 при х≠0, то последнее неравенство верно. 

Индукционный переход: 

Предположим, что при n=k неравенство верно: (1+x)k  > 1+kx.     (1) 

Докажем, что тогда оно верно и при n=k+1. 

Так как х>–1, то 1+х>0. Умножим обе части неравенства на положительное (1+х), 

неравенство сохранится:  

(1+x)k∙(1+х)  > (1+kx)(1+х). 

Преобразуем правую часть полученного неравенства: 

(1+x)k+1  > (1+kx)(1+х) = 1+kx+x+kx2 = 1+(k+1)x+kx2. 

Так как kх2>0 при х≠0 и натуральном k, то (1+x)k+1  > 1+(k+1)x+kx2 > 1+(k+1)x. 

Что и требовалось доказать. 

Значит, по методу математической индукции, (1+x)n  > 1+nx при всех натуральных n и 

действительных x > –1, х≠0. 

Доказано. 

 

8. Доказательство. 

База индукции: 

При n=1 получим: 

(1+а1) ≥ 1+а1 

Верно. 

Индукционный переход: 
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Предположим, что при n=k неравенство верно: (1+а1)(1+а2)…(1+аk) ≥ 1+a1+a1+…+ak.   (1) 

Докажем, что тогда оно верно и при n=k+1. 

Так как ak+1>–1, то 1+ak+1>0. Умножим обе части неравенства на положительное (1+ak+1), 

неравенство сохранится:  

(1+а1)(1+а2)…(1+аk)(1+ak+1) ≥ (1+a1+a1+…+ak)(1+ak+1). 

Преобразуем правую часть полученного неравенства: 

(1+а1)(1+а2)…(1+аk)(1+ak+1) ≥ 1+a1+a2+…+ak+ak+1+a1ak+1+ a2ak+1+…+ akak+1. 

Так как все числа ai одного знака, то все произведения aiak+1≥0, значит, и сумма a1ak+1+ 

a2ak+1+…+ akak+1≥0. 

Тогда  (1+а1)(1+а2)…(1+аk)(1+ak+1) ≥ 1+a1+a2+…+ak+ak+1+a1ak+1+ a2ak+1+…+ akak+1 ≥ 

1+a1+a2+…+ak+ak+1. 

Что и требовалось доказать. 

Значит, по методу математической индукции, неравенство верно при всех натуральных n 

и действительных ai одного знака и ai > –1. 

Доказано. 

 

9. Доказательство. 

База индукции: 

При n=3 получим: 

1

3+1
+

1

3+2
+

1

3+3
>

13

24
, или  

1

4
+

1

5
+

1

6
>

13

24
, или  

30

120
+

24

120
+

20

120
>

65

120
, или  

74

120
>

65

120
. 

Верно. 

Индукционный переход: 

Предположим, что при n=k неравенство верно: 
1

𝑘+1
+

1

𝑘+2
+ ⋯ +

1

𝑘+𝑘
>

13

24
.    (1) 

Докажем, что тогда оно верно и при n=k+1. 

Рассмотрим выражение 
1

(𝑘+1)+1
+

1

(𝑘+1)+2
+ ⋯ +

1

(𝑘+1)+(𝑘+1)
 и оценим его:  

1

(𝑘+1)+1
+

1

(𝑘+1)+2
+ ⋯ +

1

(𝑘+1)+(𝑘+1)
=

1

𝑘+2
+

1

𝑘+3
+ ⋯ +

1

𝑘+𝑘+2
=  

1

𝑘+1
−

1

𝑘+1
+

1

𝑘+2
+

1

𝑘+3
+

⋯ +
1

𝑘+𝑘
+

1

𝑘+𝑘+1
+

1

𝑘+𝑘+2
= (

1

𝑘+1
+

1

𝑘+2
+

1

𝑘+3
+ ⋯ +

1

𝑘+𝑘
) −

1

𝑘+1
+

1

𝑘+𝑘+1
+

1

𝑘+𝑘+2
   

По предположению индукции, 
1

𝑘+1
+

1

𝑘+2
+ ⋯ +

1

𝑘+𝑘
>

13

24
. 

Рассмотрим и преобразуем выражение: 

−
1

𝑘+1
+

1

𝑘+𝑘+1
+

1

𝑘+𝑘+2
= −

1

𝑘+1
+

1

2𝑘+1
+

1

2(𝑘+1)
=

1

2𝑘+1
+

1

2(𝑘+1)
−

2

2(𝑘+1)
=

1

2𝑘+1
+

1−2

2(𝑘+1)
=

1

2𝑘+1
−

1

2(𝑘+1)
=

2𝑘+2−2𝑘−1

2(2𝑘+1)(𝑘+1)
=

1

2(2𝑘+1)(𝑘+1)
> 0 при всех натуральных k. 

Учитывая это, получаем: 
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𝟏

(𝒌+𝟏)+𝟏
+

𝟏

(𝒌+𝟏)+𝟐
+ ⋯ +

𝟏

(𝒌+𝟏)+(𝒌+𝟏)
= (

1

𝑘+1
+

1

𝑘+2
+

1

𝑘+3
+ ⋯ +

1

𝑘+𝑘
) −

1

𝑘+1
+

1

𝑘+𝑘+1
+

1

𝑘+𝑘+2
>

13

24
+ 0 =

𝟏𝟑

𝟐𝟒
.  

Что и требовалось доказать. 

Значит, по методу математической индукции, 
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+ ⋯ +

1

2𝑛
>

13

24
 при всех 

натуральных n. 

Доказано. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Домашнее задание 19. 

Доказательство. 

База индукции: 

При n=1 получим: 

21 > 8‧ 1 – 17, или 2 > – 9. Верно. 

При n=2 получим: 

22 > 8‧ 2 – 17, или 4 > – 1. Верно. 

При n=3 получим: 

23 > 8‧ 3 – 17, или 8 > 7. Верно. 

Индукционный переход: 

Предположим, что при n=k неравенство верно: 2k > 8k–17.    (1) 

Докажем, что тогда оно верно и при n=k+1. 

Умножим обе части неравенства (1) на 2, получим: 2k‧ 2 > 2‧ (8k–17), или 2k+1 > 16k – 34 = 

8k+8 – 17 +8k – 25 = 8‧ (k+1) – 17 + 8k – 25. 
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Так как при k ≥ 4 (а при k < 4 неравенство верно, см. базу индукции) 8k – 25 > 0, то 2k+1 > 

8‧ (k+1) – 17. Что и требовалось доказать. 

Значит, по методу математической индукции, 2n > 8n – 17 при всех натуральных n. 

Доказано. 
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