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Занятие номер Класс Тема 

8 7 профи  Графы.  
 

1. Решение. 

Построим граф, где вершины – это области страны, а ребра – границы между двумя 

соседними областями. 

По словам Гоши, в этом графе 11 вершин, степень каждой вершины равна 3. Тогда 

сумма степеней вершин в этом графе равна 3*11=33. Это противоречит лемме о 

рукопожатиях, так как 33 – нечетное число. Значит, Гоша не может быть прав. 

По словам Марины, в этом графе 12 вершин, степень 10 вершин равна 5, степень 2 

вершин равна 12. Но если в графе 12 вершин, то каждая вершина может быть 

соединена не более чем с 11 вершинами, то есть вершин степени 12 в таком графе 

быть не может. Значит, Марина не может быть права. 

По словам Кеши, в этом графе 10 вершин, степень 2 вершин равна 9, степень 6 

вершин равна 4, степень 2 вершин равна 1. Но если в графе из 10 вершин есть 2 

вершины степени 9 (то есть каждая из этих 2 вершин соединена со всеми 

остальными), то в этом графе не может быть вершин степени 1 (так как степень всех 

остальных вершин не меньше 2). Значит, Кеша не может быть прав. 

Таким образом, все трое не правы. 

Ответ: все не правы. 

 

 

2. Решение. 

Пусть у Ксюши N подруг. Построим граф, где вершины – это Ксюша и ее подруги, а 

ребра – по 3 разговора между каждыми двумя девочками. Получим полный граф с n+1 

вершинами. Так как каждое ребро – это три разговора, то всего в этом графе 30:3=10 

ребер. 

Сумма степеней вершин в этом графе равна n(n+1) и равна удвоенному количеству 

ребер, то есть 10*2=20. Получим уравнение: n(n+1)=20. Перебирая натуральные n в 

порядке возрастания, получим, что n=4. Значит, у Ксюши 4 подруги. 

Ответ: 4. 

 

 

3. Решение. 

Предположим, что такое возможно. 

Построим граф, где вершины – это кони, ребром соединим две вершины, если 

соответствующие кони бьют друг друга. В этом графе будет 9 вершин, степень каждой 

вершины равна 5, то есть нечетное количество вершин нечетной степени. Это 

противоречит лемме о рукопожатиях. 
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Значит, предположение неверно, и расставить 9 коней так, чтобы каждый конь бил 

ровно 5 других, невозможно. 

Ответ: нельзя. 

 

 

4. Доказательство. 

Предположим, что это не так: существует граф, в котором степени всех вершин 

различны. Пусть в этом графе n вершин. Тогда, так как каждая вершина может быть 

соединена ребрами не более, чем с n-1 вершинами, то степени вершин в графе могут 

принимать значения от 0 до n-1. 

Но если в графе есть вершина степени n-1 (соединена со всеми остальными 

вершинами), то не может быть вершины степени 0. Аналогично, если в графе есть 

вершина степени 0, то не может быть вершины степени n-1. 

Таким образом, есть n-1 вариантов степеней вершин (от 0 до n-2 или от 1 до n-1). Так 

как, по нашему предположению, степени всех вершин различны, то в графе не более n-

1 вершин. Это противоречит тому, что в графе n вершин. 

Значит, предположение неверно, и такой граф не существует. То есть в любом графе 

найдутся две вершины одинаковой степени. 

Доказано. 

 

 

5. Решение. 

Пусть в городе изначально было n шпионов. Тогда, если бы неудачливый шпион не 

выбыл, то каждый совершил бы по n-1 обменов, а всего в городе было бы n*(n-1):2 

обменов шифровками. 

Так как из-за высланного шпиона было сделано меньше обменов, то n(n-1):2>20, или 

n(n-1)>40. Последовательным перебором натуральных чисел в порядке возрастания 

можно установить, что это неравенство выполняется при n≥7. 

С другой стороны, высланный шпион не мог сделать больше n-1 обменов, значит, общее 

количество обменов из-за высланного шпиона не могло уменьшиться больше чем на n-

1. Это значит, что n(n-1):2 – 20 ≤ n-1 (разница между запланированным и реальным 

количеством обменов не больше n-1). Умножим обе части неравенства на 2, получим: 

n(n-1) – 40 ≤ 2(n-1), или n(n-1)-2(n-1)≤40, или (n-2)(n-1)≤40. Последовательным 

перебором натуральных чисел в порядке возрастания можно установить, что это 

неравенство выполняется при n≤7. 

Таким образом, мы получили, что n≥7 и n≤7, значит, n=7. Значит, в городе было 7 

шпионов, а всего было запланировано 7*6:2=21 обмен шифровками. Так как было 

совершено 20 обменов, то 21-20=1 обмен не было совершен, это обмен высланного 

шпиона. Так как он должен был, как и все, сделать 6 обменов, а сделал на 1 обмен 

меньше, то он успел обменяться 6-1=5 шифровками. 
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Ответ: 7 шпионов, 5 обменов. 

 

 

6. Решение. 

Представим 11-угольник и его диагонали в виде полного графа с 11 вершинами. 

Предположим, что стороны и диагонали 11-угольника можно раскрасить указанным 

образом. Рассмотрим часть графа (подграф), состоящую из всех вершин исходного 

графа и ребер только одного цвета. Эта часть тоже представляется собой граф с 11 

вершинами, причем степень каждой вершины равна 1. Сумма степеней вершин такого 

графа равна 11. 11 – нечетное число, а сумма степеней вершин любого графа четная. 

Значит, такого графа не существует. Получили противоречие. Значит, раскрасить 

таким образом стороны и диагонали 11-угольника невозможно. 

Ответ: нельзя. 

 

7. Доказательство. 

Пусть в стране Оз N+1 городов. Не уменьшая общности, будем считать, что из 

Изумрудного города выходит дорога из жёлтого кирпича. 

Рассмотрим граф, в котором вершины – это города страны Оз, а ребра – это дороги. 

Раскрасим ребра графа в соответствии с цветом кирпича каждой дороги. В полученном 

графе будет N+1 вершин, из одной вершины выходит жёлтое ребро, из остальных – по 

три ребра. 

Предположим, что в стране Оз нет города, из которого выходя две дороги одного цвета, 

то есть в графе нет вершины, из которой выходят два ребра одного цвета. Тогда из всех 

вершин (кроме Изумрудного города) выходит по три ребра – жёлтое, красное и зелёное. 

Рассмотрим «жёлтый», «красный» и «зеленый» графы – это графы, состоящие из всех 

N+1 вершин и ребер только одного цвета исходного графа. Сумма степеней вершин 

«жёлтого» графа равна 3N+1. Суммы степеней вершин «красного» и «зелёного» графов 

равны 3N. Заметим, что суммы степеней вершин «жёлтого» графа и, например, 

«красного» графа отличаются на 1. Это значит, что сумма степеней вершин одного 

графа четная, а другого графа – нечетная. Это противоречит лемме о рукопожатиях. 

Значит, предположение неверно, и в графе найдется вершина, из которой выходят два 

ребра одного цвета, а в стране Оз найдется город, из которого выходят две дороги 

одного цвета. 

Доказано. 

 

 

8. Решение. 

1 способ. 

Если каждый ученик класса дружит со всеми остальными, то можно выбрать любых 

трех одноклассников, и они будут дружить между собой. 
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Если не все ученики дружат между собой, то предположим, что не найдутся  3 

одноклассника, которые дружат между собой. Выберем двух знакомых друг с другом 

одноклассников А и Б. По нашему предположению, остальные 10 друзей ученика А не 

дружат с Б и, наоборот, остальные 10 друзей ученика Б не дружат с А. Тогда в классе 

не менее 2+10+10=22 учеников. Это противоречит условию задачи. Значит, 

предположение неверно, и найдутся 3 одноклассника, которые все дружат между собой. 

 

 

2 способ. 

Так как всего одноклассников 20, а каждый ученик дружит, по крайней мере, с 11 

одноклассниками, то каждый ученик не дружит не более чем с 20-1-11=8 

одноклассниками. 

Выберем какого-нибудь ученика А и всех его друзей. Получим группу, включающую 

не менее 20-8=12 одноклассников. Среди этих одноклассников выберем ученика Б и 

исключим из группы тех одноклассников, с которыми он не дружит (как мы выяснили, 

это не более 8 одноклассников). В группе останется не менее 12-8=4 одноклассников, 

среди которых ученики А и Б и те, кто дружит и с А, и с Б. Так как таких 

одноклассников, кроме А и Б, не менее 2, то выберем из них одного ученика В. Ученики 

А, Б и В все дружат между собой. 

Таким образом, обязательно найдутся 3 одноклассника, которые дружат между собой. 

Ответ: обязательно. 

 

9. Решение. 

Так как всего одноклассников 20, а каждый ученик дружит, по крайней мере, с 14 

одноклассниками, то каждый ученик не дружит не более чем с 20-1-14=5 

одноклассниками. 

Выберем какого-нибудь ученика А и всех его друзей. Получим группу, включающую 

не менее 20-5=15 одноклассников. Среди этих одноклассников выберем ученика Б и 

исключим из группы тех одноклассников, с которыми он не дружит (как мы выяснили, 

это не более 5 одноклассников). В группе останется не менее 15-5=10 одноклассников, 

среди которых ученики А и Б и те, кто дружит и с А, и с Б. Среди них выберем ученика 

В и исключим из группы тех одноклассников, с которыми он не дружит. В группе 

останется не менее 10-5=5 одноклассников, среди которых дружащие между собой А, 

Б и В, и те, кто дружит и с А, и с Б, и с В. Так как таких одноклассников, кроме А, Б и 

В, не менее 2, то выберем из них одного ученика Г. Ученики А, Б, В и Г все дружат 

между собой. 

Таким образом, обязательно найдутся 4 одноклассника, которые дружат между собой. 

Ответ: обязательно. 
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10.  Доказательство. 

Если все ученые знакомы друг с другом, то можно любых четырех усадить за стол так, 

что каждый будет сидеть рядом со знакомыми ему людьми. 

Если не все ученые знакомы между собой, то рассмотрим двух незнакомых друг с 

другом ученых А и Б. Среди оставшихся 48 людей есть по крайней мере 25 знакомых 

ученого А и 25 знакомых ученого Б. Значит, по крайней мере есть 25+25-48=2 человека, 

знакомых и с А, и с Б. Пусть это ученые В и Г. Усадим ученых за стол в таком порядке 

А В Б Г. Тогда каждый из них будет сидеть рядом со знакомыми ему людьми. 

Доказано. 

 

11. Доказательство. 

Пусть из некоторого города A нельзя попасть в некоторый город B по железной дороге. 

Рассмотрим множество M всех городов, в которые можно попасть из города A по 

железной дороге. Множество городов, не входящих в M, обозначим N. Множество N 

непусто, поскольку в нём содержится город B. Ясно, что из городов множества M 

нельзя попасть в города множества N по железной дороге.  

Докажем, что из каждого города в любой другой можно попасть автобусом.  

Если один из городов принадлежит M, а другой – множеству N, то между ними есть 

прямой автобусный маршрут. Пусть два города принадлежат M. Тогда из первого 

города можно попасть автобусом в некоторый город множества N, а оттуда (также 

автобусом) – во второй город. Аналогично рассматривается случай, когда оба города 

принадлежат N. 

Доказано. 

 

12. Доказательство. 

Из условия следует, что города A и B в Обычной стране не соединены авиалинией и что 

любой другой город в Обычной стране не соединён либо с A, либо с B. Значит, 

двойники A' и B' городов A и B в Зазеркалье соединены авиалинией, а каждый другой 

город Зазеркалья соединён либо с A', либо с B'. Следовательно, в Зазеркалье из каждого 

города можно доехать до одного из городов A' и B', затем при необходимости доехать 

до второго из них, а после доехать до любого другого города Зазеркалья. При этом 

требуется не более двух пересадок. 

Доказано. 
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