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Занятие номер Класс Тема 

10 5 профи Графы. Связность. Часть 1. 
 

 

1. Доказательство. 

Пусть в графе из вершины А есть маршрут в любую другую вершину. 

Докажем, что в этом графе есть маршрут из вершины В в вершину С, где вершины В и С – любые две 

вершины, отличные от А. 

Так как есть маршрут из А в В, то есть маршрут и из В в А, представляющий собой последовательность 

вершин и ребер в обратном, чем в маршруте из А в В, порядке. Так как есть маршрут из В в А и есть 

маршрут из А в С, то маршрут, состоящий из двух этих маршрутов, - это маршрут из В в С. 

Таким образом, для любых двух вершин в графе существует маршрут, соединяющий эти две вершины. 

Значит, этот граф связный. 

Доказано. 

 

2. Доказательство. 

Изобразим родственные связи мальчиков в виде графа с 7 вершинами. Ребром соединим каждых 

двух мальчиков, являющихся братьями. Заметим, что два мальчика являются братьями, когда есть 

путь из вершины, соответствующей одному мальчику, в вершину, соответствующую другому 

мальчику. 

Предположим, что не все мальчики братья. То есть найдутся две вершины графа, находящиеся в 

разных компонентах связности графа. Так как каждая вершина графа соединена ребром не менее, 

чем с тремя другими вершинами, то в каждой компоненте связности этого графа будет не менее 

1+3=4 вершины, а всего в графе будет не менее 4+4=8 вершин. Это противоречит условию задачи. 

Значит, предположение не верно, и все мальчики – братья. 

Доказано. 

 

3. Доказательство. 

Изобразим города и дороги в виде графа с 15 вершинами, из каждой из которых выходит не менее 7 

ребер. 

Предположим, что есть такие два города, между которыми нет пути в графе, то есть они находятся в 

разных компонентах связности. Тогда в каждой компоненте связности будет не менее 1+7=8 вершин, 

а всего в графе – не менее 8+8=16 вершин. Это противоречит условию задачи. Значит, 

предположение неверно, и из любого города можно добраться в любой другой. 

Доказано. 

 

4. Доказательство. 

Представим шпионскую сеть в виде графа, в котором вершины – это шпионы, если два шпиона знают 

друг друга, то в графе соответствующие вершины соединены ребром. 

По условию задачи любой шпион может передать информацию всем остальным шпионам сети, 

значит, граф связный. Так как каждый шпион знает ровно четырех других, то степень каждой вершины 

графа равна 4, то есть четна. Связный граф, в котором степень каждой вершины четна, при удалении 
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любого ребра остается связным. Значит, если из графа убрать одно ребро, соединяющее вершины 

«Вася» и «Петя», то граф останется связным, то есть любой шпион сможет передать информацию всем 

другим шпионам, и вся сеть будет оповещена. 

Доказано. 

 

5. Доказательство. 

Изобразим весь класс в виде графа, где ученики класса – это вершины и любые два друга соединены 

ребром. 

Предположим, что Петя не сможет отправить записку Саше. Это значит, что в графе нет маршрута 

между вершинами «Петя» и «Саша». Значит, граф несвязный, и эти вершины находятся в разных 

компонентах связности. Так как каждая компонента связности – это граф, то для нее выполняется 

лемма о рукопожатиях (сумма степеней вершин графа четна). Но так как степень вершины «Петя» 

нечетна, степень вершины «Саша» нечетна, а степени остальных вершин четны, то сумма степеней 

вершин в каждой компоненте связности нечетна. Получили противоречие. 

Значит, предположение неверно, и в графе есть маршрут между вершинами «Петя» и «Саша», то есть 

Петя сможет передать записку Саше. 

Доказано. 
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