
IV Нижегородская открытая ОСЕННЯЯ олимпиада  

по математике для 5-7-х классов 

7 класс 

1. 10 футбольных команд сыграли в однокруговом турнире (каждая команда с 

каждой по разу) и набрали ровно по n очков. При каком наибольшем n такое 

могло быть?  (в футболе за победу даётся 3 очка, за поражение – 0 очков, за ничью 

– 1 очко) 

Ответ: 13 очков. Решение: 10 команд сыграли 45
2

9102

10 =


=С  матчей и набра-

ли 10x45∙3=135 очков, т.к. каждый матч в сумме даёт командам не более 3 очков. 

Значит, x135:10=13,5 очков, но x – целое число, значит, наибольший x=13. В качестве 

примера подойдёт следующий. Расставим наши 10 команд по кругу и пусть каждая 

команда выиграет у четырёх следующих по часовой стрелке, проиграет четырём 

предыдущим и сыграет вничью с противоположной командой. Тогда каждая команда 

наберёт ровно 4∙3+1=13 очков. 

2. Петя купил несколько канцелярских товаров в магазине «Всё за 70 рублей», а 

Вася – в магазине «Всё за 73 рубля». Петя потратил меньше денег, но купил 

больше предметов. Какое наименьшее количество предметов могли они купить 

вместе? 

Ответ: 45. Решение: Пусть Петя купил p предметов, а Вася – v предметов, где 

p>v. Но Вася потратил больше денег, значит, 73v>70p70 (v+1), откуда 73v>70v+70 и 

3v>70, т.е. натуральное число v24, тогда pv+125, а в сумме они купили 

p+v25+24=49 предметов. И такое могло быть, когда Петя купил 25 предметов по 70 

рублей, потратив 25∙70=1750 рублей, что меньше 24∙73=1752. 

3. Можно ли все целые числа от 1 до 100 расставить по кругу в некотором поряд-

ке таким образом, чтобы сумма любых трёх подряд стоящих чисел была простым 

числом? 

Ответ: нет.  Решение 1: Предположим, что такое могло быть, тогда сумма лю-

бых трёх чисел будет не меньше 1+2+3=6>2, т.е. может быть только простым нечёт-

ным числом. Обозначим наши числа по кругу – a1, a2, …, a100. Рассмотрим первую 

тройку a1+a2+a3 и сдвинем её на одно число по кругу, тогда a1+a2+a3 a2+a3+a41(mod 

2)  a1 a4(mod 2). Аналогично, рассматривая тройку a4+a5+a6 и сдвигаясь на одно 

число, получим, что a4 a7(mod 2), и т.д. Получим, что a1a4 

a7…a100a3a6…a99a2a5…a98(mod 2), т.е. все числа имеют одинаковый оста-

ток при делении на 2, значит, все они одной чётности, что противоречит тому, что у 

нас по 50 нечётных и чётных чисел. Значит, наше предположение неверно и невоз-

можно расставить числа требуемым образом. 

Решение 2: Предположим, что такое могло быть. Сумма всех 100 чисел равна 

1+2+…+100=101∙100/2=5050 – чётному числу, а сумма любых трёх чисел будет не 

меньше 1+2+3=6>2, т.е. может быть только простым нечётным числом. Для каждого 

из ста чисел рассмотрим разбиение остальных 99 чисел на 33 группы по три подряд 

идущих числа, в каждой из которых сумма будет нечётной, сумма всех 33 сумм также 

будет нечётной, а вместе с этим числом вся сумма 100 чисел будет чётной. Значит, 

каждое число будет нечётным, что противоречит тому, что по кругу записаны числа 

обеих чётностей. Значит, наше предположение неверно и невозможно расставить чис-

ла требуемым образом. 

4. Сколько существует чисел, которые можно представить в виде разности неко-

торого семизначного числа и суммы его цифр? 



Ответ: 900000. Решение: Разобьём числа на десятки, где в каждом десятке чис-

ла отличаются только последней цифрой – D1=(1000000–1000009), D2= (1000010–

1000019), …., D900000= (9999990–9999999), всего 900000 десятков, т.к. 9000000 се-

мизначных разбиваются на 900000 десятков. Тогда каждому десятку  Dk соответствует 

одно и то же число ak разности числа и его суммы цифр, т.к. в каждом десятке при 

увеличении числа на 1 и сумма цифр также увеличивается на 1, значит, разности оста-

ются неизменными. При этом a1=999999<a2<a3<…<a90000=9999945, т.к. у первого числа 

каждого следующего десятка сумма цифр меньше, чем у последнего числа предыду-

щего десятка, значит, ak<ak+1 для любого натурального k от 1 до 899999. Следователь-

но, существует ровно 900000 различных чисел, представимых в виде разности некото-

рого семизначного числа и его суммы цифр. 

Комментарий: Классическая ситуация – разбиение на десятки, начинающиеся с 

чисел, оканчивающихся на 0, а не на 1. 

5. Все точки плоскости покрашены в два цвета. Докажите, что можно найти тре-

угольник с вершинами одного цвета и углами 30, 60, 90.  

Решение 1: Лемма: Если все точки плоскости покрашены в два цвета, то найдут-

ся такие три одноцветные точки, что одна из них является серединой отрезка с конца-

ми в двух других. 

Доказательство леммы: Рассмотрим любые две одноцветные точки (А и В) (бу-

дем считать их первого цвета), которые по принципу Дирихле очевидно есть в силу 

бесконечности количества точек при двух цветах раскраски. Тогда рассмотрим кон-

струкцию (см.рис.1)  из 5 точек на одной прямой D, A, C, B, E, где DA=AB=BE и 

АС=СВ. Тогда либо какая-то из трёх точек C, D или Е будет первого цвета и даст на 

нужную тройку с точками А и В, либо все три точки  C, D и Е будут второго цвета и 

сами дадут нам нужную конструк-

цию второго цвета. 

 Рассмотрим теперь тройку од-

ного цвета (назовём его первым)  X, 

Y и Z, где Y  – середина отрезка XZ. 

Такая тройка согласно лемме есть. 

Рассмотрим (см. рис. 2) также такие 

три точки M, N и К, что XYM, YZN, 

XZK и MNK будут треугольниками с 

углами 30, 60 и 90 (это будет оче-

видным образом выполняться для 

конструкции с рисунка 2. Тогда либо 

какая-то из точек  M, N и К будет первого цвета и даст нам нужный треугольник с па-

рой точек из X, Y и Z, либо все три точки M, N и К 

будут второго цвета и сами образуют нужный нам 

треугольник, что и требовалось доказать.  

Комментарий 1: Классическая ситуация с 

задачами на раскраску плоскости в два цвета, ко-

гда понадобилась опора на известное свойство та-

кой раскраски (см. лемму).  

Решение 2: Возьмём любые две одноцветные 

точки А и В (обозначим их цвет за 1). Рассмотрим 

ещё три вершины C, D и Е правильного шести-

угольника, в котором точки А и В будут противопо-



ложными (см. рис.). В силу свойств правильного шестиугольника все треугольники 

ABC, ABD, ABE и CDE будут с углами  30, 60 и 90.  Если одна из точек C, D и Е бу-

дет первого цвета, тогда мы получим треугольник с вершинами первого цвета вместе с 

точками А и В. Если же все три точки C, D и Е будут второго цвета, тогда мы получим 

треугольник с вершинами второго цвета.  

Комментарий 2: У задачи есть и много других решений, но на наш взгляд реше-

ние №2 даёт самое быстрое и красивое доказательство суще-

ствования требуемого треугольника. 

6. На медиане BM прямоугольного треугольника ABC с 

прямым углом B выбрана точка K такая, что AB = AK. 

Прямая AK пересекает катет BC в точке L. Оказалось, что 

KL равно LC. Чему может быть равен угол CKM?  

Ответ: 45. Решение: Пусть ВАС=, тогда в равнобедрен-

ном (МА=МВ) треугольнике АВМ имеем АВМ=, в равнобед-

ренном (АВ=АК) треугольнике АВК имеем АКВ=, значит, 

KLB=AKB–KBL=–(90–)=2–90, Тогда в равнобедрен-

ном (CL=LK) треугольнике CLK имеем внешний KLB=2–90, 

значит, CKL=(2–90)/2=–45, СКМ=LKM–

CKL=AKB–CKL=–(–45)=45. 

 

 

6 класс 

1. Докажите, что из чисел 1, 2, …, 1000 можно выбрать 100 чисел так, что сумма 

любых пяти выбранных чисел будет нечётным составным числом.  

Доказательство: Среди этих 1000 чисел ровно 200 будут делиться на 5, при 

этом ровно половина из них (100) будут нечётными. Возьмём эти 100 чисел – 5, 15, 25, 

35, …, 995. Тогда сумма любых пяти из них будет нечётным числом (как сумма нечёт-

ного количества нечётных) чисел, кратным 5 (как сумма кратных 5 чисел), при этом 

ещё и будет больше 5, значит, окажется нечётным составным числом, что и требова-

лось доказать. 

2. На столе лежат 10 монет, одинаковых по внешнему виду. 8 из них весят 1 г, 

остальные две — по 2 г. Есть обычные двухчашечные весы. Разрешается на одну 

чашу класть одну монету, а на другую — две монеты. Можно ли с помощью та-

ких весов определить хотя бы одну тяжелую монету за 8 взвешиваний?  

Ответ: можно. Решение: Выложим 8 монет по кругу. Взвешиваем 8 раз каж-

дую монету из круга с двумя следующими за ней по часовой стрелке. Если в кругу бы-

ла хотя бы одна тяжёлая монета, то после одной из тяжёлых (если попадут в круг обе 

или одна)  монет обязательно лежат по часовой стрелке две лёгких,  значит, мы обяза-

тельно получим равенство, и одиночная монета будет тяжёлой. Если же все 8 раз две 

монеты перевешивали одну, значит, на весах всегда были только лёгкие монеты, а обе 

тяжёлые не лежат в кругу и являются двумя оставшимися монетами не из круга. Таким 

образом, мы обошлись 8 взвешиваниями, чтобы найти хотя бы одну тяжёлую монету. 

3. Вася выписывает девятизначные числа по следующему правилу: сначала пи-

шет единицу, потом приписывает к ней с какой-то стороны двойку, затем с ка-

кой-то стороны тройку, и так продолжает до девятки включительно. Сколько 

различных чисел, делящихся на 6, он может получить таким способом? 

Ответ: 85 чисел. Решение: Сумма цифр такого числа 1+2+3+…+9=45 кратна 3, зна-

чит, по признаку делимости и само число делится на 3. Тогда для делимости на 6=3∙2  



необходимо, чтобы оно было чётным. На 2 оканчивается 1 число – 987654312; на 4  – 4 

числа, т.к. между 1 и 4 каждая из цифр 2 и 3 либо стоит, либо нет – 22=4 варианта вы-

бора этих цифр, положение остальных цифр однозначно определяется; на 6 – 16 чисел, 

т.к. между 1 и 6 каждая из четырёх цифр 2-5 либо стоит, либо нет – 24=16 варианта вы-

бора этих цифр, положение остальных цифр однозначно определяется; на 8 – 64 числа, 

т.к. между 1 и 8 каждая из шести цифр 2-7 либо стоит, либо нет – 26=64 варианта вы-

бора этих цифр, положение остальных цифр однозначно определяется. Значит, всего 

1+4+16+64=85 чисел требуемого вида, кратных 6. 

4. Какое наибольшее количество z-тетрамино (см. рисунок) можно выре-

зать (по клеточкам) из прямоугольника 2020×2021 клеток? Тетрамино 

можно поворачивать и переворачивать.  

Ответ: 10102=1020100. Пример: Разбиваем ряды 

сверху по парам на 1010 прямоугольников 22021. В 

каждых таких двух рядах ставим 1010 z-тетрамино под-

ряд друг на друга.  Доказательство оценки: Применим 

раскраску-решётку (см. рис.). Тогда каждое z-тетрамино 

содержит ровно одну чёрную клетку, которых всего 

10101010=1020100, значит, мы сможем вырезать не более 1020100 фигурок. 

Комментарий 1: Начинаешь участвовать в олимпиадах – НАЧНИ к ним гото-

виться, ИЗУЧАЯ ОСНОВНЫЕ ИДЕИ И МЕТОДЫ решения задач, в частности, метод 

раскраски. 

Комментарий 2: В олимпиадной математике данное решение можно отнести 

к методу «якорей», т.к. фактически каждая фигура цепляется за одну клетку особо-

го множества – якорь. 

5. За круглым столом сидит 2021 школьник. Они пронумерованы последовательно 

числами от 1 до 2021. У каждого из них есть тетрадный листок, на котором текст 

написан синим или чёрным цветом, причём каждый из сидящих видит только 

цвет текста у двух соседей по столу. Каждый из сидящих пишет на бумажке два 

числа: номер своего места и количество синих текстов, которое он видит. Можно 

ли по этим ответам установить, у кого каким цветом написан текст? 

Ответ: можно установить. Решение: Т.к. каждый синий текст видят двое (сосе-

ди), то сумма всех написанных чисел будет чётной, значит, среди наших 2021 чисел 

(нечётного количества) есть чётное число (с точностью до нумерации будем считать, 

что его написал первый), т.к. иначе сумма нечётного количества нечётных чисел будет 

нечётной. Тогда по ответу 2 или 0 мы знаем о наличии или отсутствии синего текста у 

обоих соседей 1-го. Теперь по ответу 3-го и цвету текста 2-го мы узнаем цвет текста у 

4-го, затем по ответу 5-го и цвету текста 4-го узнаем цвет текста у 6-го и т.д.,  по отве-

ту 2021-го и цвету текста 2020-го узнаем цвет текста у 1-го, по ответу 2-го и цвету тек-

ста 1-го узнаем цвет текста у 3-го и т.д. В результате узнаем цвет текста у каждого, что 

нам и требовалось. 

 

5 класс 

1. Замените в ребусе НИЖНИЙНОВГОРОД=800 буквы цифрами (одинаковые 

буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры) и поставьте в неко-

торых промежутках между ними знаки арифметических действий (+, –, , :) так, 

чтобы получилось верное арифметическое равенство.  

Решение: Например, 801+8∙0∙2∙8∙3∙5∙6∙3∙7+3–4=800. 

   

   



Комментарий: Есть такая хорошая цифра 0 – обнуляет любое произведе-

ние:☺. 

2. Незнайка написал компьютерную программу, которая показала, что не суще-

ствует такое пятизначное натуральное число n, что у него и у числа 2n — одина-

ковые ненулевые произведения цифр. Верно ли работает программа Незнайки?  

Ответ: Незнайка не прав.  Например, пятизначные числа 19996 и 

2∙19996=39992 имеют одинаковые ненулевые произведения цифр 93∙6. 

3. Сумма 100 последовательных натуральных чисел делится на наименьшее из 

них. Какое наибольшее значение может принимать это наименьшее число?  

Ответ: 495.  Решение: Пусть это числа n, n+1, …, n+99, тогда, разбивая числа 

на пары с суммой 2n+99, узнаем их сумму (2n+99)50=100n+495, которая делится на n, 

значит, на n делится число 495, откуда n495. Причём само число 495 нам подходит. 

4. Можно ли на крайних клетках шахматной доски расставить не бьющих друг 

друга 14 слонов так, чтобы вдоль каждой стороны доски 

стояло поровну слонов? 

Ответ: нет. Решение: Предположим, что требуемая 

ситуация возможна. Если вдоль каждой стороны стоят ровно 

n слонов, из которых k4 стоят в угловых клетках, то 

4n=14+k, т.к. каждый угловой слон считается 2 раза. Значит, 

144n=14+k14+4=18, откуда 4n=16, k=2 и n=4. Значит, есть 

ровно 2 угловых слона, которые не могут стоять в противо-

положных угловых клетках (иначе бьют друг друга), следо-

вательно, они стоят в углах одной из сторон, с точностью до 

симметрии считаем, что в клетках a8 и h8. Тогда 3 оставшихся неугловых слона с ле-

вой вертикали a и 4 слона с нижней первой горизонтали (они все неугловые) стоят в 6 

диагоналях (см. рис.), откуда по принципу Дирихле 2 из них находятся на одной диа-

гонали и бьют друг друга. Противоречие, значит, поставить требуемым образом 14 

слонов не удастся. 

5. На экране калькулятора горит трехзначное число. Каждую секунду к нему 

прибавляется его первая цифра. Верно ли, что в некоторый момент на экране бу-

дет гореть число 700000004? 

Ответ: да, верно. Доказательство: В некоторый момент у нас появится девя-

тизначное число, начинающееся с 1, после этого мы будем прибавлять по 1 и получим 

число 200000000. Затем прибавляем по 2 и получим 30000000, затем прибавляем по 3, 

получим 399999999 и 400000002, затем прибавляем по 4 и получим 500000002, затем 

прибавляем по 5 и получим 600000002. Затем прибавляем по 6 и будем получать числа 

с остатком 2 при делении на 6. Тогда в некоторый момент появится число 699999998, 

дающее остаток 2 при делении на 6, а после него уже появится число 700000004, что и 

требовалось доказать. 

 

 

 


